EXERCICE 4 7 points
Commun a tous les candidats

. . e . 1 .
Le but de |'exercice est de montrer que I'équation (E) : e* = — admet une unique so-

X

lution dans I'ensemble B des nombres réels, et de construire une suite qui converge
vers cette unique solution.
I. Existence et unicité de la solution
On note f la fonction définie sur B par: f(x) = x—e™".
1. Démonter que x est solution de I équation (E) si et seulement si f(x) = 0.
2. Etude du signe de la fonction f

a. Etudier le sens de variations de la fonction f sur R.

b. En déduire que I'équation (E) posséde une unique solution sur R, notée
a.
1
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1. Démontrer que l'équation f(x) =0 est équivalente a ['équation g(x) = x.

c. Démontrer que a appartient a l'intervalle

d. Etudier le signe de f sur l'intervalle [0; a].

I1. Deuxieéme approche

On note g la fonction définie sur 'intervalle [0; 1] par : g(x)

2. En déduire que a est 'unique réel vérifiant : g(a) = a.
3. Calculer g'(x) et en déduire que la fonction g est croissante sur l'intervalle
[0 al.

I1I. Construction d'une suite de réels ayant pour limite a
On considéra la suite (u,) définie par : up = 0 et, pour tout entier naturel n, par :

n+1= g (Un).
1. Démontrer par récurrence que, pour tout entier naturel n: 0 < up < p4 < .
2. En déduire que la suite (u,) est convergente. On note £ sa limite.
3. Justifier I'égalité : g(£) = £. En déduire la valeur de £.

4. Al'aide de la calculatrice, déterminer une valeur approchée de w4 arrondie a
la sixieme décimale.



Exercice 4

Partiel
1 .
L. (B):ef==—=xe'=lesx=e —=x-e " =0==f(x)=0
X
2. (a) festdérivablesur IR et pour tout réel x, f'(x) = 1+e . Or pour tout réel x, e”* > 0. Donc pour tout réel x,

flx)>1>0.
Ainsi la fonction| [ est strictement croissante sur IR |

(b) « f(0)=-1. Alors x<0== f(x) < f(0)== f(x)<—1= f(x) <0
Léquation f(x) =0 n'admet aucune solution dans l'intervalle | — cc,0[.

-f{l}:l—é.AJorsx>1:f(x)>f{l]::>f(x]> l—ézbf(;c)>0



« La fonction [ est continue et strictement croissante sur l'intervalle [0,1]. Donc d’aprés un corollaire du
théoreme des valeurs intermédiaires, f réalise une bijection de [0, 1] sur 'intervalle image de [0,1] par f a
savoir

FUo, 1 =1f0), fF(I =

1
-1,1- -
e
Puisque 0 € f([0,1]), 'équation f(x) =0 admet une unique solution a dans [0, 1].
1
(c) o f[E] =-0,1 410! prés par excés.

« f(1)=0,6 210! prés par défaut.

e« Donc f(1/2) = -0,1<0<0,6 = f(1) avec 0= f(a)

doin f %] < fl@<f
1
Il en résulte par croissance de f sur 12 que 3 sas=s1
(d) xe[0,a] = f(0)= flx)= fla) = -1= f(x)=0car fla)=0

Ainsi f est négative sur [0, a].
Partie I1

1+x X x
1l glx)=xe=——=x==14+x=x(l+e") = 1+x=x+xe
1+e* |

= l=zxef=e'==
X

2. Onavu en I-2.(b) que « était I'unique solution dans [0, 1] de I'équation f(x) = 0 qui est équivalente a g(x) = x.
En conséquence a est l'unique solution dans [0, 1] de I'équation g(x) = x.

3. Lafonction g est dérivable sur [0, 1] et pour tout x de [0, 1],

) = 11+e’)—(1+x)e’ 1+e'—e*—xe* 1-xe' -—e‘(x—e™)
glo= (1+0%)2 T Ure 2 Ore? (re?
—e* f(x)
Donc pour tout x de [0, 1], "x)= ———
p [0,1] g (x) T1e)?
X
Puisque m >0, g’(x) et f(x) sont de signes contraires.

Donc, d'aprés 1 - 2 (d), f étant positive sur [0,a] , pour tout x de [0, a], g'(x) = 0.
Ainsi la fonction g est croissante sur [0, a].

Partie III

1. Pour tout entier naturel n, notons &9, la propriété: « 0 sy < lpy1 = a»
« Initialisation : vérifions la propriété au rang 0.
1
up=0et u; =g(0)=1/2. Ordapres [-2.(c), 3 sa.Donc0<s <y =a.
« Hérédité: soit k € IN*. Supposons la propriété £, vraie. Démontrons alors, sous cette hypothése, que %% est
vraie.
On sait que g est croissante sur [0, a].
Or, d'apres I'hypothése de récurrence, 0 < 1y < U1 = @
Donc g(0) = gluy) = glugy) < gla)
avec g(0)=1/2; glug) = sy llgyy) = Uy et gla)=a
1

Par conséquent 0 = 3 < Upp] < Ujes2 < @ et Py, est vraie.

« Conclusion: le principe de récurrence permet de conclure que pout tout entier naturel 7, 0< u, < lipr1 = @

2. | La suite (1) 4ey €St croissante |

Cette suite est également majorée par a. Il en résulte d’aprés le théoréme de convergence monotone, que la suite
| (tn) pev €St cOnvergente |

3. Notons £ lalimite de la suite (z,). Alors il est clair que lirll Uy =10
n—+oo
Puisaue ¥ n € IN. 0 < 1. < @. on obtient par nassage a la limite dans cet encadrement : 0 < ¢ < a. En particulier



D’ol lin} g(x) = g(£). On en déduit par composition que ”lirJlrl gluy) =g(0)
X— — oo
Or par définition de la suite (i) e, YREWN, gluy) = tpsr .

Donc lim u,4; = g(£). Par unicité de la limite d'une suite, on en déduit que | g(#) = ¢ | autrement dit £ est une
H—+o0o
solution dans [0, 1] de I'équation g(x) = x.

Or cette équation admet a pour unique solution. Donc

4. Lacalculatrice fournit| 4 = 0,567 143 |a 1078 prés par défaut (valeur arrondie).
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